Annales Henri Lebesgue PY
2 (2019) 39-57

ANNALES
HENRI LEBESGUE

LOUIS HAUSEUX
FREDERIC LE ROUX

ENTROPIE POLYNOMIALE DES
HOMEOMORPHISMES DE BROUWER

POLYNOMIAL ENTROPY OF BROUWER
HOMEOMORPHISMS

RESUME. —  Nous nous proposons d’étudier 1’entropie polynomiale de la composante
errante de n’importe quel systeme dynamique topologique inversible. Pour illustrer cette étude,
nous calculerons I’entropie polynomiale de divers homéomorphismes de Brouwer, qui sont les
homéomorphismes du plan sans point fixe et préservant 'orientation. En particulier, nous
verrons que ’entropie polynomiale de tels homéomorphismes peut prendre n’importe quelle
valeur supérieure ou égale a 2.

ABSTRACT. —  We study the polynomial entropy of the wandering part of any invertible
dynamical system on a compact metric space. As an application we compute the polynomial
entropy of Brouwer homeomorphisms (fixed point free orientation preserving homeomorphisms
of the plane), and show in particular that it takes every real value greater or equal to 2. (An
english version of this text may be found on ArXiv [HLR17])

1. Introduction

L’entropie d’'un systeme dynamique mesure le coefficient de croissance exponentielle
du nombre d’orbites de longueur n qu’on peut distinguer a une petite échelle. Quand
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40 L. HAUSEUX & F. LE ROUX

cette entropie est nulle, c¢’est-a-dire lorsque la croissance du nombre d’orbites est
sous-exponentielle, on peut essayer de mesurer un taux de croissance plus faible,
ce qui conduit a définir différentes sortes d’entropies « lentes » qui permettent de
quantifier la complexité des systemes d’entropie nulle. Cette idée a été réalisée
sous diverses formes et dans des contextes variés. Pour des systémes mesurables,
Kushnirenko a introduit 1’entropie séquentielle, dans laquelle la croissance des orbites
est examinée seulement pour une suite de temps adaptés, et 1’a utilisée pour distinguer
le flot horocyclique de son carré cartésien ([Kus67]). Pour les actions mesurables des
groupes moyennables, Anatole Katok et Jean-Paul Thouvenot ont défini I’entropie
lente, qui leur a permis de trouver des obstructions au probleme de réalisation lisse
([KT97]). Plus récemment, Adam Kanigowski a calculé la vitesse de croissance des
orbites pour des flots avec un point fixe sur le tore, toujours d’un point de vue
mesurable ([Kanl8]). En ce qui concerne les systémes dynamiques topologiques,
Jean-Pierre Marco a introduit l’entropie polynomiale dans le contexte des flots
hamiltoniens intégrables (voir [Marl3]). Clémence Labrousse a étudié 1'entropie
polynomiale des homéomorphismes du cercle et des flots sur le tore. Elle a montré que
les homéomorphismes du cercle ont une entropie polynomiale égale a 0 ou 1, la valeur
0 caractérisant la classe de conjugaison la plus simple : celle des rotations ([Lab13]).
Elle s’est aussi intéressée a ’entropie polynomiale du flot géodésique sur le tore de
dimension 2; C. Labrousse et Patrick Bernard ont montré qu’un tel flot géodésique
est d’entropie polynomiale égale a 1 si et seulement si le tore est isométrique a un
tore plat, dont la métrique est induite par celle du passage au quotient de R? par
un sous-groupe discret ([BL16]). Dans un travail récent, Adam Kanigowski, Kurt
Vinhage et Daren Wei calculent ’entropie polynomiale des flots quasi-unipotents
sur un espace homogene de volume fini, et montrent dans ce contexte un principe
du maximum qui relie 'entropie polynomiale topologique a I’entropie polynomiale
métrique ([KVW18]).

Nous nous sommes fixé deux objectifs pour cet article. Le premier objectif occupe
toute notre section 2; il ambitionne d’étudier, d’un point de vue tres général, ’en-
tropie polynomiale de la composante errante de n’importe quel systeme dynamique
topologique ; ’entropie polynomiale est ici particulierement adaptée puisque nous
montrerons que le taux de croissance du nombre d’orbites errantes est toujours po-
lynomial (voir les remarques apres la proposition 2.3) ; I'entropie polynomiale peut
alors étre localisée autour d’un ensemble fini de points et calculée en faisant appel a
la dynamique symbolique. Le deuxieme objectif, qui occupe la section 3, consiste a
appliquer nos résultats de la section précédente pour calculer I’entropie polynomiale
de différents homéomorphismes de Brouwer; nous montrerons alors les résultats
suivants :

THEOREME 1.1

(1) L’entropie polynomiale d’'un homéomorphisme de Brouwer f est égale a 1 si
et seulement si f est conjugué a une translation.

(2) Tout homéomorphisme de Brouwer qui n’est pas conjugué a une translation
a une entropie polynomiale supérieure ou égale a 2.

(3) Pour tout a € [2;+400|, on peut construire un homéomorphisme de Brouwer
fo d’entropie polynomiale hy,(f,) = a.
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Entropie polynomiale des homéomorphismes de Brouwer 41

Le dernier point est le plus intéressant ! En effet, il fournit des exemples naturels
d’homéomorphismes ayant une entropie polynomiale non entiére (en dynamique
symbolique, une croissance polynomiale d’exposant non entier avait déja été observée
dans la complexité des systemes Toeplitz par Julien Cassaigne et Juhani Karhumaki ;
voir [CK97, section 5]). Il permet aussi de retrouver d’une nouvelle fagon le résultat
bien connu de 'indénombrabilité des classes de conjugaison des homéomorphismes de
Brouwer, a ’aide d’un invariant numérique naturel. De plus, nos exemples ne sont pas
particulierement « pathologiques » : ils sont tous le temps 1 d’un flot C*° constitué
d’une seule composante de Reeb dont la frontiére est un nombre fini de droites
topologiques. Pour les construire, nous utiliserons une technique mise au point par
Nakayama ([Nak95a]) puis reprise par Frangois Béguin et I'un des auteurs ([BLRO03]).
L’entropie polynomiale des homéomorphismes de Brouwer semble d’ailleurs étre assez
fortement reliée & la notion d’ensembles oscillants (autre invariant de conjugaison
dont il est question dans [BLRO03]) ; en particulier, il est fort possible qu’une entropie
polynomiale élevée engendre nécessairement un ensemble oscillant non vide.

2. Entropie polynomiale de systémes dynamiques errants
2.1. Contexte et définition

Par soucis de simplicité, nous considérons un espace métrique W et un homéomor-
phisme g : W — W, quoique tout ce qui suit puisse probablement étre généralisé
aux applications continues non inversibles. Rappelons qu’un ensemble Y est errant
si g"(Y)NY = () pour tout n # 0 et qu'un point est errant s’il admet un voisi-
nage errant. On désignera ’ensemble des points non-errants de g par NW(g) (pour
Non-Wandering). Cet ensemble est invariant par g. Soit W le résultat du passage au
quotient de W par NW (g), pour lequel tous les éléments de NW (g) sont identifiés.
Soit/\alors g: W—W I’homéomorphisme induit par g. Remarquons que tout point
de W est errant pour § excepté un : celui qui est I'image de NW (g); on notera ce
point co. Le théoreme de récurrence de Poincaré affirme que la seule mesure qui
est invariante pour g est la mesure de Dirac au point oo, et en vertu du principe
variationnel, ’entropie topologique de g est nulle. On est ainsi naturellement amené
a la définition suivante.

DEFINITIO/IH 2.1. — L’entropie polynomiale errante de g est I'entropie polyno-
miale de g : W — W.
L’espace topologique W peut étre muni d’une distance : une distance naturelle o
est donnée, par exemple, par les formules
5(z, NW(g)) = inf{d(z,y),y € NW(g)} siz g NW(g)
et d(x,y) = min(d(z,y),6(x, NW(g)) + (y, NW(g)))) siz,y & NW(g).

On se limite donc a étudier I'entropie polynomiale des homéomorphismes d’un espace
métrique compact dont I’ensemble non-errant est réduit & un unique point : c’est le
cadre que nous adoptons pour notre étude.
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42 L. HAUSEUX & F. LE ROUX

Tout au long des pages qui vont suivre, X désignera un espace métrique compact
et oo un point de X. On considere un homéomorphisme f: X — X dont oo est un
point fixe. De plus, f vérifiera '’hypothese suivante : tout point de X excepté oo est
errant.

Rappelons ici la définition de I'entropie polynomiale de f (voir [Marl13]). Etant
donnés un réel € > 0 et un entier n > 0, un ensemble E de points de X est dit
(n, e)-séparé si, pour toute paire z,y € F, il existe un entier k € {0,...,n — 1} tel
que : d(f*(z), f*(y)) > . Par compacité de X, E est nécessairement fini; on note
S(n,e) le nombre maximal d’éléments de tels ensembles (n, £)-séparés. L’entropie
polynomiale de f est alors définie par :

- log S(n,¢)
hpa(f) = g lim sup = oy
D’une facon alternative, on aurait pu tout aussi bien définir cette quantité a I'aide
des ensembles (n,e)-couvrants ou encore a l'aide des recouvrements dynamiques
(les arguments sont identiques & ceux déployés pour l'entropie classique, voir par
exemple le chapitre dédié a 'entropie topologique dans [Wal82]). En particulier, ¢’est
un invariant de conjugaison topologique (cf. [Mar13]).

2.2. Encodage

Soit F une famille finie de parties non-vides de X \ {oco}. On désigne par UF
I'union de tous les éléments de F, et par cor le complémentaire de UF, qu’on
notera simplement oo quand il n’y aura pas de risques de confusion avec le point
oo. Fixons un entier n > 0. Soient x = (xy, ..., Z,_1) une suite de n points de X et
w = (wo, ..., w,_1) une suite de n éléments de F U {oox}. On dira alors que w est
un encodage de x par rapport a F si x, € wy pour tout entier k € {0,...,n — 1}.
Remarquons que si les éléments de F ne sont pas disjoints, un méme élément x peut
avoir plusieurs encodages. On désigne par A, (F) I'ensemble de tous les encodages
possibles des orbites (z, f(z),..., " }(z)) de longueur n. On peut alors définir
l’entropie polynomiale de la famille F comme étant :

log 44, (F)
hpot(f 3 F) =1 —
v/ ) He? log(n)
Si F = {Y'} est réduit a un seul élément, alors on écrira plus simplement h,q(f;Y)
a la place de hyo(f; {Y'}). On omettra souvent aussi de préciser I'’homéomorphisme
« f » quand le contexte sera sans ambiguités() .

Exemple. — Soit A Papplication linéaire du plan R? : (z,y) — (2z,y/2). Pour
répondre aux hypotheses précédemment requises, on commence par compactifier le
plan en lui ajoutant un point a I'infini qu’on identifie au point 0; on obtient alors
notre espace X et notre homéomorphisme f, qui admet oo comme seul point fixe.
Comme 'on travaille ensuite avec des sous-ensembles compacts de X'\ {oco}, on pourra

() Attention cependant : cette notation a déja été utilisée pour désigner autre chose (cf. [Marl3,
définition 1)).
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les assimiler & des sous-ensembles de R?\ {0}. Soient Y7, Y3 deux disques ne contenant
pas l'origine et dont I'intérieur intersecte respectivement I'axe des ordonnées et 'axe
des abscisses. Par souci de simplicité, on supposera ces disques assez petits de sorte
qu'ils soient disjoints de leur image. Tout d’abord, on a : h,e(A; Y1) = hpe(A;Ys) = 1.
En effet, les éléments, par exemple, de A, (Y]) sont précisément tous les mots de

la forme (o0,...,00,Y7,00,...,00) et sont donc au nombre de n. Ensuite, on a
hpot(A; {Y1,Y2}) = 2. En effet, un élément de A, ({Y7,Y2}) est un mot de la forme
(00, ...,00,Y7,00,...,00,¥3,00,...,00); il y en a donc au plus n(n — 1)...ce qui

fournit la borne supérieure. Pour la borne inférieure, on s’apercoit qu’il existe un
entier L tel que pour tout n > L, f™(Y}) intersecte Y3 ; ainsi, A, ({Y7,Y>2}) contient
tous les mots de la forme précédente ou Y; et Ys sont séparés d'une distance k > L—1.
On obtient alors I’équivalent voulu :

0A,({Y1, Ya}) 2> ni (n—k—1) sz:fw

k=L-1

n?.

DN | —

On verra une généralisation de cet exemple grace a la notion d’ensemble singulier
(se reporter a la section 2.4 plus bas).

Pour tout sous-ensemble Y de X \ {oo}, on note M(Y") le nombre maximal de fois
qu’une orbite peut passer dans Y :

M(Y) = itel)gti{n, f*(x) €Y}

Comme Y est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini d’ouverts errants ;
or chaque orbite passe au plus une fois dans chacun de ces ouverts, on en déduit
que M(Y) < +o0. Considérons une famille finie F de parties de X \ {oo} telle que
M(UF) < 400. Si n est un entier beaucoup plus grand que M (UF), alors tout mot
de A, (F) est constitué pour une grande majorité de la lettre cor. Cette remarque
conduit au résultat suivant.

LEMME 2.2. — Considérons une famille finie F de sous-ensembles de X tels que
M(UF) < 400. On a les propriétés suivantes :

(1) (décroissance) si F' est une autre famille finie de sous-ensembles de X telle
que chacun de ses éléments soit inclus dans un élément de F, alors :
hpot(F') < hpot (F),
(2) (union)
Fpot (UF) = hpor(F).
(3) (restriction) si F = {Y1,...,Yr} posséde deux éléments Y; et Y5 dont I'union
Y1 UY5 est errante, alors :
hpol<f> = max<hpol(yvl7 Yé? v >YL)7 hpol<Yv27 Yé: L 7YL))'

Démonstration. — Pour montrer le premier point (la décroissance), posons un
entier n > 0 et regardons une application ® de A, (F’) dans A, (F) définie ainsi :
étant donné un mot w’ de A, (F’), on choisit un représentant = tel que w’ soit
I'encodage de (z,. .., f"(z)) relatif & ', on donne a ®(w’) la valeur d’un encodage
de (z,..., f*(z)) pour F. A présent réfléchissons : combien un mot donné w €
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A, (F) peut-il avoir d’antécédents w’ € A, (F')? ou, dit autrement, combien y a-t-il
de possibilités d’encodages w’ relatifs a F' pour l'orbite de x? Si la k-ieme lettre
de w est « 0o », cela signifie que f*(x) ¢ UF, auquel cas f*(z) € UF' et la k-ieme
lettre de w' est aussi nécessairement « oo ». De plus, w differe du mot (oo, . .., 00)
pour au plus M(UF) lettres. Puisque w’ est un mot sur un alphabet comportant
fF + 1 lettres, cela ne laisse plus que

possibilités pour w’. On en déduit que :
fAL(F) < C x 1A, (F).
Comme C ne dépend pas de n, on obtient I'inégalité voulue : o (F') < hpo(F).
Penchons-nous a présent sur le second point. Grace a la relation précédente appli-
quée aux familles F et {UF}, on possede déja une premiere inégalité :
Fpoi (F) < hypot(UF).

Le sens réciproque vient de l'inégalité tres simple suivante (car A, (F) permet de
faire les mémes encodages que A, (UF) avec plus de lettres a disposition) :

1AL (UF) < 8A(F).
Enfin, examinons le troisieme point. En appliquant le premier point deux fois, on
a déja que :
hpot(F) = max(hpo (Y1, Ya, ..., Y1), hpat(Ya, Ya, ..., Y7)).
Prouvons maintenant 'inégalité réciproque. Comme Y; U Y5 est errant, aucun mot
de A, (F) ne peut contenir a la fois les lettres « Y} » et « Y5 »; en conséquence de

quoi
An(f) g An(yvla}/éa <. ;YL) UATL(}/Qv}/E% s 7YL)'

D’ou
ﬂAn(}—) < ﬂAn(Yly Yg, o 7YL) + ﬁAn(Y% Yg, S >YL)
< 2max (8A, (Y1, Vs, oo, Y1), AL (Y2, Vs, .00, VL))
et on obtient I'inégalité souhaitée. 0

2.3. Localisation

Soient x1, ...,z des points de X \ {oco}. Choisissons pour chaque ¢ € {1,..., L}
une suite d’ensembles décroissante (Up,,)n>0 qui forme une base de voisinage de .
Par décroissance (premier point de notre précédent lemme), la suite

(hpol(Ul,n7 U2,n7 R UL,n))n>0

est décroissante. On appelle sa limite entropie polynomiale locale auzx points (1, . . .,
xr) et on la note RS(f;a1,...,x) (on omettra souvent « f »). De plus, toujours
grace a la propriété de décroissance, cette limite ne dépend que du choix des z, et
non pas de leur base de voisinages. Si 'on nomme S = {zy,..., 21} la famille de

points, on pourra noter Ay, (21, ..., 2y) simplement A,y (S).
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ProOPOSITION 2.3 (Localisation). — L’entropie polynomiale de f est donnée par
les formules suivantes :

hpot(f) = sup {hl2s(f;.8)}
= sup {hpol<f; Y)}

ou le premier supremum porte sur toutes les familles finies S de points de X \ {oo}
et le second supremum sur toutes les parties compactes Y de X \ {oo}.

Remarques

(1) Si F ={Y} et Y est errant, alors, pour les mémes raisons que dans I'exemple
de la section 2.2, on a que : §A4,(F) = n et par suite h,y(f; F) = 1. On en
déduit, grace a la proposition, que ’entropie polynomiale de f est toujours
plus grande que 1.

(2) On a aussi la majoration suivante : h,y,(Y) < M(Y). En effet, I'encodage
d’'un mot de A,(Y) fait apparaitre au plus M(Y') fois la lettre « Y », le
cardinal de A,(Y) est donc borné par n™). Au cours de la preuve de
la Proposition 2.3, on verra que pour tout € > 0, la croissance de S(n,¢)
est encore au plus polynomiale. On en conclut qu’en dynamique errante, la
croissance du nombre d’orbites est au moins linéaire et au plus polynomiale.

(3) Si S est un ensemble fini, on peut trouver une famille {U,, z € S} de voisinages
errants des points de §. On a alors :

hpol({U:mx S S}) = Illpol (U U:p) < M <U Um) < JjS
€S z€S
et I'on en déduit que l'entropie polynomiale locale aux points de S est au
plus égale au nombre d’éléments de S.

Le lemme suivant fournit un minorant de ’entropie polynomiale (on aura besoin
d’un sous-lemme pour le montrer).

LEMME 2.4. — Soit F une famille finie de sous-ensembles compacts de X \ {oo}.
Alors

hpol(f;F) < hpol(f)'

Sous-LEMME 2.5. — Pour tout sous-ensemble compact Y de X \ {oo} et tout
e > 0, il existe un entier L et {Y7,...,Y,} une famille de L sous-ensembles compacts
de Y, errants, disjoints deux a deux et de diametres inférieurs a ¢ tels que :

hpol(f; {}/17 e 7YL}) = h’pol(f;Y)'

Preuve du sous-lemme. — Par hypothese, on sait que tout point de Y admet un
voisinage errant. Par compacité de Y, on peut trouver un sous-recouvrement errant
de Y. Le lemme de Lebesgue nous permet alors, quitte a diminuer ¢, de supposer
que tout sous-ensemble de Y de diametre plus petit que 2¢ soit errant. En recourant
encore une fois a la compacité de Y, on peut donc recouvrir Y par une famille

{Y1,...,Y.} de parties compactes de Y de diametres inférieurs a . En particulier,
pour tous i,j € {1,..., L}, si Y; intersecte Y; alors Y; UY] est encore un ensemble
errant.
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On va appliquer maintenant l'algorithme suivant pour construire une suite dé-
croissante Fy, ..., F, de familles de parties de Y qui ont toutes la méme entropie
polynomiale. Initialisons I'algorithme avec Fo = {Y1,...,Yr}. A Détape k, on a
construit une famille Fj. Si ses éléments sont deux a deux disjoints, on s’arréte.
Sinon, on en choisit deux Y;,Y; € Fj, qui s’intersectent. Par construction, leur union
Y, UY est errante et, en appliquant le dernier point du lemme 2.2 (celui sur la res-
triction d’une famille quand "union de deux de ses éléments est errante), on choisit
selon le cas Fry1 = Fi \ {Yi} ou Fi1 = Fi \ {Y;} pour avoir

hpol(f; ]:k+1) = hpol(f; fk)-

L’algorithme retourne une sous-famille F,, = {Y;,,...,Y;,  } de sous-ensembles
compacts de Y qui sont de diametres inférieurs a ¢ et deux a deux disjoints; elle
vérifie de plus :

hpol(f;‘/—:n) - hpol(f; Y) [

Preuve du lemme. — Par la propriété d’union du lemme 2.2, on a : h,y(UF) =
hpot(F) 5 il nous suffit donc de montrer que hpo(Y) < hyo(f) quand Y est un sous-
ensemble compact de X \ {oo}. D’apres le sous-lemme qu’on vient de montrer, il
existe une famille F composée d’ensembles errants deux a deux disjoints et dont
I’entropie polynomiale est égale a celle de Y. Il ne reste donc plus qu’a montrer que

hpol(f;f) g hpol(f)'

Soient Uy, ..., U des voisinages errants respectivement de Y7,..., Y, € F, deux a
deux disjoints. Soit € > 0 plus petit que chacune (pour £ =1,..., L) des distances
des Y, au complémentaire de U,. Fixons un entier n > 0. Pour toute sous-famille
F C F, soit A,(F,F') le sous-ensemble de A, (F) contenant tous les éléments
dont I'encodage utilise exactement toutes les lettres de F' U {oozr}. Si 'on consi-
dére maintenant deux points z,y de X et deux mots w = (wp,...,w,_1) et z =
(205 - -5 2n_1) de A, (F,F') qui encodent respectivement les orbites (z,..., f"!(z))
t (y,..., "' (y)), alors si les mots w et z sont distincts, les points x et y sont
(n,e)-séparés. En effet, soit ¢ € {0,...,n — 1} tel que w; # z;. Si 'on a en méme
temps w; # 00, z; # 00, c'est que fi(x) et fi(y) appartiennent & deux ensembles
Y, # Y3 et sont donc séparés d'une distance plus grande que . Si, disons, w; = oo
alors f'(y) € Yy, et fi(x) € Y,,. Or, par définition de A, (F,F’), il existe j # ¢ dans
{0,...,n — 1} tel que fi(z) € Y,, C U,,. Comme U,, est un ensemble errant, on
obtient que f'(x) & U,,, encore une fois f(x) et f'(y) sont a plus de ¢ : finalement
x et y sont bien (n,e)-séparés. En conséquence, $A,(F,F') < S(n,e). De plus, les
2L ensembles A, (F, F') forment une partition de A, (F); ainsi :

A, (F) < 25S(n,¢)
et puis

. log S(n,¢)
hpa(f; F) <1 —
(3 F) TP log(n)

Cette inégalité étant valide pour tout ¢ suffisamment petit, on obtient finalement
que

hpol(f;F) < hpol(f)‘ 0
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Preuve de la proposition 2.3. — Le lemme ci-dessus prouve déja que hp,(f) est
plus grand que les deux supremums apparaissant dans la proposition. Voyons a
présent les inégalité réciproques et d’abord celle portant sur les ensembles compacts
ne contenant pas oo. Soit € > 0. Soit {Y7,...,Yr} une famille de sous-ensembles
(a priori non disjoints) de X \ {oco} de diametres inférieurs a ¢ et tels que Yo, =
X\ (Y U---UYy) soit aussi de diametre plus petit que €. Soit un entier n > 0.
Considérons a présent un ensemble E qui soit (n,e)-séparé. Pour chaque point z
de E, on choisit un encodage a(z) de 'orbite (z, f(z),..., f* '(x)) sur Palphabet
YooU{Y1,..., Y }. Comme E est (n,e)-séparé et que les ensembles Y7, ..., Y7, Y, sont
de diametres plus petits que €, une application d’encodage a de E dans ’ensemble
des mots est forcément injective. Ainsi

S(n,e) <A ({Yr,...,YL}).
En divisant par log(n) et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient :

lim sup 710g S(n¢)

<hp(Yi, oY) = hyo(Y
n—00 log(n) pat(V1 z) pot(Y)

en posant Y =Y, U---UYy (d’apres la propriété d’union). Maintenant, c’est e qu’on
fait tendre vers 0 pour avoir :

hpot (f) < sup{h,e(Y),Y partie compacte de X \ {o0}}

et prouver ainsi la premiere égalité.

Considérons a présent la seconde égalité. Soit a > 0. On veut trouver L points
x1,...x dont entropie polynomiale soit plus grande que hyy(f) — o. D’apres ce
que 'on vient de voir, on peut déja trouver un ensemble compact Y ne contenant
pas oo dont Ientropie polynomiale soit plus grande que hy,y(f) — . En utilisant
le sous-lemme 2.5, on sait I'existence d’une famille Y7, ..., Y, de parties compactes
errantes deux a deux disjointes dont ’entropie polynomiale égale celle de Y.

Sous-LEMME 2.6. — Pour tout n > 0, il existe Y/, ... Y] inclus respectivement
dans Yy, ..., Yy, dont les diametres sont plus petits que n et vérifiant :

hpol(f; }/1/7 R 7Y[/,) - hpol(f; Yla cee 7YL)-
Démonstration. — On découpe les Y; (comme précédemment) en de plus petits

morceaux et ’on recourt a la propriété de restriction. O

Ce sous-lemme permet de construire une suite décroissante (Y;"),>0, ¢ = 1...L
avec Y = Y; et dont les éléments ont un diametre qui tend vers 0 et qui laissent
inchangés hpo(f; Y, ..., Y]) quel que soit n; ce nombre reste par conséquent plus

grand que h,y(f) — o Notons xq, ...z les limites respectives de Y3,...,Y,, :
{xz} = ﬂ }/inv
n

alors, pour tous voisinages Uy, ...,Ur, de xq,..., 2, on peut trouver n assez grand
pour que Y;" C U; pour n'importe quel 7. La propriété de décroissance nous donne :

hpol(f; Ula .. '>UL) 2 hpol(f;yvln7 cee 7Y[7:L) > hpol(f) — Q.

Finalement, hl%S(f;xy,...,z1) est supérieur & hpy(f) — «, ce qui termine la
preuve. 0]
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Terminons cette section avec le résultat pratique suivant sur la localisation de
I’entropie.

LEMME 2.7. — Pour tous points x1, ...,x; de X \ {oco} et tous entiersny,...,np,
X X
WS (fran, .o an) = RS (f; fan, .., fMRa).

Démonstration. — Commencons par montrer la formule préliminaire suivante :

gjﬁ(f th ( )JIQ,...,JZ) i)c;)cl(f L1y---, T L)‘

Par décroissance, on sait déja que le membre de droite est plus petit que celui
de gauche. Si f™(x;) est égal a I'un des x;, 'égalité est claire. De méme, on peut
supposer sans perte de généralité que les z; sont tous distincts. Prenons des voisinages
Uy, [ (Uy),Us, . ..Uy deux a deux disjoints de x1, f™(x1), xs, ..., xr. Construisons
une application

O An(Ul,fnl(Ul), .. .,UL) — An+n1(U1, .. .7UL)

de la facon suivante. Etant donné un mot w € A, (Uy, f™(U4),...,UL), on peut
choisir z tel que w soit 'encodage de z, ..., f"!(z). On définit alors ®(w) comme
étant 'encodage de f~"1(z),..., f" !(x) relativement a {Uy,...,Ur}. Cette appli-
cation est injective ; en effet, les n dernieres lettres de ®(w) coincident avec celles de
w a, peut-étre, une lettre pres : celle codée par "' (U;) dans w, et qui n’a pu étre
transformée qu’en oo dans ®(w) car f"(U;) est disjoint des U; ; or, ce changement
peut étre déterminé en regardant si la lettre U; apparait dans les n premieres lettres
de ®(w). Par suite, on obtient

ﬁAn(Ulu fnl(Ul)u U27 R UL) < ﬂAnJrru(Ul’ R UL)

et ainsi, on a RLS(fi a1, [ (21), @2, ..., xp) < hlG(f;xy, ..., 2) comme promis.
Remarquons que, par récurrence, cette formule prouve, de facon plus générale, que
I’entropie polynomiale d’'un ensemble fini F ne change pas lorsqu’on ajoute a F un
nombre fini de points qui sont dans les orbites des points de F.

Prouvons maintenant le lemme. Soient zi, ...,z des points de X \ {oco}. Avec
ce qu'on a déja vu, on peut supposer que les z; sont deux a deux disjoints. Une

récurrence immédiate ramene la preuve du lemme a la formule plus simple

%(f xla"'axL) i)%cl(f f(l’1) IQ,...,CL’L),

qu’il nous reste donc a démontrer. Choisissons des voisinages deux a deux disjoints
Up,...Up de zq,...,xp tels que f(U;) soit aussi disjoints des Uy, ..., Ur. Une preuve
similaire a celle recourant a ’application ® ci-dessus assure que

1A (f(U1),Us, ..., UL) < 8Au1(Un, ..., UL).

Ainsi, hlo5(f; f(21), ... L) < hES(fi a1, @2, ... 2r). Linégalité réciproque est aussi
vraie en appliquant f~! (noter bien que toutes les quantités précédemment introduites
ne changent pas en substituant f=1 a f). O
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2.4. Entropie polynomiale et ensemble singulier

On dit que les ensembles Uy, ..., Ur de X \ {oo} sont mutuellement singuliers si
pour tout entier M, il existe un point = et des instants ny, ..., ny tels que f™(x) €
U; pour tout ¢ et, pour tout j # i, |[n; —n;| > M. Un ensemble fini de points
S ={xy,...,2r} de X \ {oo} est dit singulier si, pour tous voisinages Uy, ...Uf
des x1,...,xp, les U; sont mutuellement singuliers. Le lecteur pourra vérifier que si
Uy, ...,Ur sont des compacts de X mutuellement singuliers, alors on peut trouver un
ensemble singulier constitué de L points x1, ...,z avec x; € U; pour tout ¢. Notons
que, par définition, un singleton est toujours singulier. La proposition suivante montre
que l'entropie polynomiale provient toujours des ensembles singuliers.

PROPOSITION 2.8. — Soit S une partie finie de X \ {occo}. Alors
hlo%(f;S) = max{h!°(f;8),S' C S et S’ est singulier}.

pol pol
Voici deux conséquences assez simples de cette proposition. D’abord, I'entropie
polynomiale d’'un ensemble fini est plus petit que le cardinal maximal d’un sous-
ensemble singulier (cf. la troisieme remarque apres la proposition 2.3). Ensuite, dans
la formule de localisation

hpol(f) - Sup{hi)(g;(f) T1,... al‘L)}7
de la proposition 2.3, on peut restreindre le supremum a l’entropie polynomiale
des ensembles finis singuliers et, en particulier, h,,(f) est majoré par le cardinal
maximal d’un ensemble singulier.

Exemple. — Considérons, comme dans la section 2.2, 'application linéaire A :
(z,y) — (2,y/2). Notons A la fonction induite par A sur I'espace quotient de
R? U {oo} obtenu en identifiant 0 et oo ; de sorte que A admet un seul point errant.
Les ensembles singuliers sont exactement les paires de points constituées d'un point
de T'axe des abscisses, différent de 1'origine, et d’un point de I'axe des ordonnées,
différent de l'origine. Ainsi, on voit que I’entropie polynomiale de A est inférieure a 2.
Réciproquement, dans la section 2.2, on a trouvé deux disques Y7, Y5 dont I'entropie
polynomiale valait précisément 2, donc d’apres le lemme 2.4, I'entropie polynomiale
de A est exactement égale a 2. L’entropie polynomiale de A est aussi égale a 2 :
en effet, on peut facilement étendre les résultats de ce papier au cas ou ’ensemble
non-errant est fini, la seule preuve ot il y a quelque chose de plus a vérifier est celle
de la proposition 2.3. Cette extension pourrait s’appliquer, par exemple, au calcul
de I'entropie polynomiale des systemes dynamiques de Morse-Smale.

Preuve de la proposition. — Soit S un sous-ensemble fini de X \ {oo}. Supposons
que S ne soit pas un ensemble singulier, nous allons montrer qu’il existe un sous-
ensemble strict S’ de S dont 'entropie polynomiale égale celle de S. Par récurrence
sur la taille de S (rappelons qu'un singleton est toujours un ensemble singulier), la
proposition sera alors démontrée.

Supposons que S = {z1, ...,z } ne soit pas un ensemble singulier. Il existe alors
une famille F de voisinages errants et deux a deux disjoints {U7, . . ., U } des points x;,
qui ne sont pas mutuellement singuliers. Soit n > 0 un entier. On recherche un sous-
ensemble strict de F de méme entropie polynomiale que F. Comme dans la preuve du
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lemme 2.4, pour tout sous-ensemble F’ de F, on note A, (F; F') I'ensemble des mots
de A, (F) qui utilisent exactement les lettres de 'alphabet F' U {cc0}. Remarquons
que puisque les U; sont errants, toutes les lettres de cet alphabet a I’exception de
oo apparaissent exactement une fois dans chaque mot w € A,,(F; F’). On obtient la
partition :
AF) = U AFF)
FICF

Comme les U; ne sont pas mutuellement singuliers, il existe un entier M tel que, si
une orbite rencontre tous les ensembles U;, alors les instants de passages dans deux
d’entre eux difféerent de moins de M. Pour tous ¢ # j € {1,..., L}, soit A,({3,7})
I'ensemble des éléments w de A, (F; F) dont les lettres U; et U; sont & une distance
plus petite que M. On a alors

A(FF) = U Aulfi)) et AF) = U AFF)U U A,
{i.3} FICF {i.}
Soit C'= (2 — 1) + L(L — 1) /2. D’apres le principe des tiroirs, sur les C' ensembles :
A, (F; F') pour /' C F et A,({i,j}) pour i # j qui apparaissent dans le membre
de droite de la derniere égalité, I'un au moins est de cardinal au moins égal a a
%. De plus, I’ensemble des indices est fini et indépendant de n. Ainsi, ’entropie
polynomiale de F provient d’au moins 'un de ces C' ensembles; c’est-a-dire qu’au

moins un des cas de figure suivants a lieu :
(1) il existe un sous-ensemble strict F' de F tel que :

log(#AW(F; F')).

I

(2.1) hpot (F) = lim sup log(1)

(2) il existe une paire {i, 7} avec i # j telle que :

(2.2) hMﬂ:%%wa%ﬁ»

Examinons la premieére possibilité. Grace a 'inclusion suivante (vraie pour tout n) :
A (F; F) € Au(F)

et a I'égalité (2.1), on a hpy(F) < hpo(F'). En fait, par décroissance, il y a égalité :
hpol<‘7:> = hpol(F/>-

Examinons la seconde possibilité. Soit n > 0 un entier. Si w est un mot de
A, ({i,7}), notons w’ le mot obtenu a partir de w en changeant la lettre « U; » de
w (qui apparait exactement une fois) en « oo ». Comme les Uy sont deux a deux
disjoints, w’ est un mot de A, (F’) ou F' = F \ {U;}. De plus, le mot w contient les
lettres « U; » et « U; » a une distance plus petite que M ; par conséquent, w’ admet
au plus 2M antécédents par 'application w — w’ qui supprime la lettre « U; ». Cette
constatation débouche sur I'inégalité

Au({(,7}) < 2MEAL(F).

En faisant tendre n vers 400 et en recourant a I’égalité (2.2), on conclut comme
dans le premier cas que hpo(F) < hpo(F') et, par décroissance, hpo(F) = hpor(F').

Pour terminer la preuve de la proposition, choisissons pour chaque ¢ une suite
décroissante (V;(k))k=o avec V;(0) = U; qui forme une base de voisinages de x;.
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Considérons maintenant un entier k. Comme les U; ne sont pas mutuellement sin-
guliers, les V;(k) ne le sont pas non plus. On peut donc appliquer ce que l'on a
déja vu pour les U; et trouver un sous-ensemble strict I(k) de {1,..., L} tel que :
hpot ({Vi(k),i € I(k)}) = hpa({Vi(k),...,VL(k)}). Comme il n’y a qu'un nombre
fini de sous-ensembles de {1,..., L}, 'un d’eux (notons-le I) apparait une infinité
de fois dans la suite des (Ix)r=0. En couplant cela avec la définition de 1'entropie
polynomiale, on aboutit a 1’égalité

hloc({wsi=1...L}) = % ({x;,i € I}).

‘pol pol
Notre proposition est démontrée ! 0]

3. Entropie polynomiale des homéomorphismes de Brouwer

Cette section sera consacrée a montrer le théoreme 1.1. Pour cela, nous com-
mencerons par déterminer I’entropie polynomiale d’une translation (qui se calcule
aisément). Ensuite, on montrera que si un homéomorphisme de Brouwer f n’est pas
conjugué a une translation, son entropie polynomiale est au moins égale a 2, ce qui
sera une conséquence dun résultat classique sur la dynamique des homéomorphismes
de Brouwer. Pour finir, on construira pour tout a € [2, +00] un homéomorphisme
de Brouwer f, d’entropie polynomiale . Si @ < 400, ’lhoméomorphisme f, sera
obtenu en « recollant » [a/] translations. Pour les recollements les plus simples, la
construction donnera toujours une entropie polynomiale égale a 2 quel que soit le
nombre de translations; ainsi, les recollements devront étre soigneusement « tordus »
pour disposer d'un nombre assez grand de temps de transition indépendants entre
des voisinages d'un ensemble fini de points singuliers. L’homéomorphisme f, ., peut
s’obtenir en « accolant » fi, fo,... ou bien alors, en généralisant la méthode de
construction pour le cas fini en recollant une infinité de translations; les détails sont
laissés a la récréation du lecteur.

Lancgons-nous des a présent dans la preuve des deux premiers points du théoreme.
Soit f un homéomorphisme de Brouwer. Supposons que f soit une translation. Soit Y
un compact non vide du plan. Aussi grand que Y soit, il existe un entier M tel que si
un point x admet deux itérés " (x) et f™2(x) qui tombent dans Y, alors les temps de
passage n; et ny différent de moins de M : |ny —ng| < M. Il s’ensuit immédiatement
que hye(f;Y) = 1. D’apres la proposition 2.3, on conclut que hyy(f) =1..., ce qui
est 'implication réciproque du premier point du théoreme.

Supposons maintenant que f n’est pas conjugué a un translation. Un résultat
classique de théorie des homéomorphismes de Brouwer donne l'existence de deux
points z,y tels que {z,y} soit une paire singuliere au sens ot nous l’avons définie
dans la section 2.4 (cf. par exemple [Nak95b]). L’argument est probablement di &
Kerekjarto; en voici un résumé : s’il n’existe pas de paire singuliere, ’espace des
orbites R?/f est séparé, le passage au quotient est un revétement ; ainsi, ’espace
quotient est une surface de groupe fondamental 7Z; la classification des surfaces
nous apprend que c¢’est un anneau infini, ce qui nous fournit donc une conjugaison
entre f et une translation. Soient U,V deux voisinages compacts errants de z et
y, soit A I'’ensemble des entiers n tels que f"(U) intersecte V. Premiérement, par
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définition des ensembles singuliers, A contient une infinité d’entiers (positifs ou
négatifs). A permutation prés de U et V, on peut supposer que A n’est pas borné
supérieurement et contient une infinité d’entiers positifs. De plus, une propriété des
homéomorphismes de Brouwer affirme que ’ensemble A est un intervalle de Z (c’est
un cas particulier du lemme de Franks, se reporter par exemple a [LR99, Lemma 7).
On en déduit Uexistence d'un entier M tel que A contienne {M, M +1,...}. On peut
alors conclure, comme dans l'exemple de la section 2.2, que h,y(f;{U,V}) =2. On
en déduit h,y(f) > 2 grace au lemme 2.4 ou a la proposition 2.3. On a donc prouvé
a la fois le point 2 du théoréme et I'implication directe du premier point.

3.1. Construction d’homéomorphisme de Brouwer par recollement de
translations

Les dernieres pages de ce papier sont consacrées a la construction d’homéomor-
phismes de Brouwer d’entropie polynomiale plus élevée (point (3) du théoreme 1.1).
Nous rappelons d’abord comment recoller plusieurs translations ensemble pour
construire des homéomorphismes de Brouwer plus complexes. Par souci de simplicité,
nous nous restreindrons a la construction d’homéomorphismes qui sont le temps un
d’un flot (ce qui sera suffisant pour obtenir toutes les valeurs possibles d’entropie po-
lynomiale). Le lecteur avide de plus de détails pourra se reporter a [Nak95a, BLR03],
et a la figure 6, 162 de la seconde référence pour une intuition géométrique sur cette
construction.

Soit L > 2. Considérons L copies P, ..., Py du plan R? et notons O, le demi-
plan supérieur {y > 0} de Py. Pour k = 1,..., L — 1, considérons une application
« changement de cartes » @y p41 : Op = Op4q1 de la forme suivante :

(z,y) — (T + Yrr1(y),y)

ol ¢ k41 est une fonction continue de |0; +oo[ dans R qui admet —oo comme limite
en 0%. Soit P l'espace quotient :

UP,/ ~
ou ~ désigne la relation d’équivalence qui identifie chaque point (x,y) de Oy avec le
point @ 11(z,y) de Og41. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que P est une
surface séparée, non compacte et simplement connexe ; P est donc homéomorphe au
plan.

Soit T': UP, — UP, l'application de translation (x,y) — (z + 1, y) sur chacun des
Py. T' commute avec tous les @y 11 et induit donc un homéomorphisme de Brouwer
f:P— P.

Soient M et M’ deux points appartenant respectivement a la frontiere de Oy, dans
Py, et a la frontiere de Oy dans Py, pour k # k’. On peut alors trouver un point z de
Oy, arbitrairement proche de M, qui a un itéré arbitrairement grand qui est proche
de M’. On en déduit que la paire {M, M’} est singuliere. Plus généralement, les
ensembles singuliers de f sont les ensembles { M, ..., M} ou My, est un point de la
frontiere du demi-plan Oy de P et leurs sous-ensembles. D’apres les propositions 2.3
et 2.8, 'entropie polynomiale est le supremum de I'entropie des ensembles singuliers
finis. Comme ’entropie polynomiale de L points est au plus égale a L, on en déduit
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que hpo(fa) < L. En particulier, si L = 2 I'entropie polynomiale est exactement
égale a 2 quel que soit le changement de carte @ 5.

3.2. Construction de f,

Prenons L > 3 et a € |L — 1; L] quelconques. Nous allons maintenant préciser
quelles fonctions de changement de cartes @ ;41 nous allons choisir pour construire
I’homéomorphisme de Brouwer f, d’entropie polynomiale o (cf. la figure 3.1 pour
voir a quoi ressemblent les fonctions ¢y j11).

DEFINITION DE @ 1. — Posons o = a — L+ 1, o/ appartient 4 ]0;1].
® ) 5 est négative, croissante, et, pour chaque entier naturel ky, 12 prend la
valeur —Fky sur un intervalle d’intérieur non vide Iy,. Cette famille d’inter-
valles tend vers 0 quand k; tend vers +o0o. Pour des questions techniques, on
supposera que tous ces intervalles sont inclus dans |0 ; %]

e Pour tout entier naturel ki, la restriction de ¢33 a Iy, croit de —2k; a —k;
et, pour tout entier ky compris entre ki et 2k;, @23 prend la valeur —ky sur
un sous-intervalle Iy, r, C Iy,. On appellera tous ces intervalles les marches
d’ordre k; de ¢y 3. Entre deux marches successives, @23 est monotone.

e De méme, ps4 est croissante sur chaque marche I, j, d’ordre k; de @33 et
prend chaque valeur entiéere —ks comprise entre —2k; et —ky sur un sous-
intervalle non vide Iy, k, i, de Iy, k,.

e It ainsi de suite, jusqu’'a @r_i1 : sur chacune des marches d’ordre k; de
w1211, I'application ¢r_; 1, est croissante et prend toutes les valeurs entiéres
—k;_q entre —k; — k:{“' et —ky sur un sous-intervalle Iy, _p, , de Iy, i, ,-
Toutes ces fonctions sont monotones entre deux marches successives.

N.B. — On peut obtenir toutes ces propriétés en prenant des fonctions ¢y, ;41 de
classe C'*; lors, le plan topologique P est muni d’une structure C* pour laquelle
fo est un C*°-difféomorphisme. Par unicité de la structure C'°*° du plan, on peut
transporter f, en un C*-difféomorphisme du plan usuel R?, I'application obtenue
est alors le résultat au temps t = 1 de 'intégration d’un champ de vecteur de classe
C* sur le plan.

3.3. Entropie polynomiale de f,

Le résultat suivant est la clef qui va permettre le calcul de I’entropie polynomiale

de f,.
LEMME 3.1. — Soit U; I'’ensemble {—% : %]2 dans le plan P;. Alors

hpol(Ul7 ey UL) = .

Avant de nous lancer dans la preuve du lemme, voici le déroulé de la suite de la
démonstration : pourquoi a-t-on alors bien Ay (f,) = a? Par union (point (2) du
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FIGURE 3.1. Graphes des fonctions de recollement @y 41

lemme 2.2), on a Ay (Us, ..., UL) = hpa(Uy U --- U UyL). Puis, en vertu du principe
de localisation (proposition 2.3), on obtient le minorant voulu :

hpol(foc) > Q.

Pour obtenir le majorant, on recourt a la formule qui relie ’entropie polynomiale
a ’entropie locale des ensembles singuliers de f,, que 'on a décrits a la fin de la
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section 3.1; on obtient :

hpot(fa) = sup{h;ffl(fa;xl, coo,xp), g € 00 pour k= 1,.. .,L}.

De plus, le lemme 2.7 assure que remplacer dans le calcul de 'entropie un point
par un de ses itérés n’a aucune influence sur le résultat. Comme tout point de 0Oy
comporte un itéré qui tombe dans l'intérieur de U, on peut, en toute généralité,
supposer que xj appartient a l'intersection de 00Oy avec I'intérieur de U. Or, par
définition, I’entropie locale aux points z1, ...,z est inférieure ou égale a ’entropie
de {Uy,...,UL}; il en va donc de méme pour hyy(f,). Cela montre que « est aussi
un majorant de 'entropie polynomiale. (Cet argument permet aussi de voir que tout
compact dont I'intérieur intersecte chacun des 0Oy a comme entropie polynomiale

hpo(fa)-)

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer le lemme 3.1.
Preuve du lemme.

Minoration : hpo(fsa) = . — Soit n > 0 un entier, on veut un minorant du
nombre de mots dans A, (f;{U1,...,UL}).
Soit k; un entier naturel plus petit que 57. Soient ky, ..., kr_o des entiers compris

entre ki + 1 et 2kq. Soit k;_; un entier compris entre k; + 1 et ki + kla/. Finalement,
choisissons y dans l'intervalle I, ,. En notant z le point du plan P dont les

coordonnées dans P; sont (0,y), le point z est dans U;. Comme @1 5(y) = —ki, 2
a pour coordonnées (—ki,y) dans le plan P, ainsi un itéré f*(z) appartient a U,
si et seulement si k = k;. De méme, ¢q3(y) = —ko, les coordonnées de f*1(z) dans

Py sont (—ky,0); un itéré fX(f*(2)) est dans Us si et seulement si k = ky, etc. Soit
ko un entier compris entre 1 et ky. Comme k; est plus petit que 2%, 'encodage de

2L
I'orbite des n premiers itérés de f~%z commence par :
00, ...,00,U;,00,...,00,Us, 00,...,00,Us3,...... U1, 00,...,00 ,Urp.
——
ko lettres (k1—1) lettres (k2—1) lettres (kr—1—1) lettres

On voit que deux suites (k;), distinctes fournissent deux encodages différents. De
plus, pour une valeur fixée de ki, on a k=2 U{;IO‘IJ > (k; — 1)@~ possibilités pour le
(L — 1)-uplet (ko, ka2, ks, ..., kr_1). On obtient de la sorte le minorant suivant :
1A AU U 2 0 (k=17

1<k<
En comparant par exemple cette somme avec une intégrale, on obtient 1’équivalent
(quand n tend vers +00) :

1 «
n
(2L)*«

(On aurait d’ailleurs pu se limiter aux valeurs de n qui sont multiples de 2L puisqu’on
ne calcule qu’une limite supérieure). Ainsi, b,y (f;{U,...,UL}) = a.

Majoration : hpy(fo) < c. — On considere encore un entier n, il nous faut un
majorant au nombre d’éléments de A, (f;{Ui,...,Ur}). Comme chaque fonction
©r.k+1 est négative, si 'on excepte 1’élément ne comportant que la lettre oo, tout
autre mot est de la forme suivante :

o0, ...,00,U;,00,...,00,Ujrq,...... ,Uj,00,...,00
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(avec i < jdans {1,...,L}) ou d’une forme similaire avec des lettres Uy possiblement
dédoublées (un point et son itéré peuvent appartenir tous deux a Uy). Sii > 1 ou
j < L, ce mot contient au plus L sous-mots maximaux composés uniquement de la
lettre oo, tous de taille bornée par n et la taille du dernier tel sous-mot est déterminé
par la taille des autres. Méme en prenant en compte les éventuels dédoublements,
cela ne fait toujours que (a i et j fixés)

oL-1,L-1

possibilités au maximum, qui est asymptotiquement borné par n®. Il ne reste qu’a
estimer le nombre de possibilités quand ¢ = 1 et 7 = L. Soit z un point et (x,y)
ses coordonnées dans Pj. Si le point z appartient & U et que f*(z) appartient & Us,
alors

4 4
_ E— — ka4
p12(y) € { 3 +3]

En effet, si 21 et x5 sont les premieres coordonnées de z pour, respectivement, P; et
Py, alors w1, 20 +k € [—% : %] et xg = x1 + p12(y). La définition de ¢, 5 entraine alors
que y se trouve entre le maximum de [;_5 et le minimum de ;5. Par conséquent
—¢r-1.(y) tombe dans l'intervalle

[k —2,k+2+ (k+2)*].
Regardons a quoi ressemble un élément de A, (f;{Ui,...,UL}) :

w=00,...,00,Up,00,...,00,Up,...... ,Up1 00,...,00,Up,00,...,00.
—_——— —_——
k1—1 lettres kr_1—1 lettres

Il y a au plus L+ 1 sous-mots maximaux composés seulement de la lettre co. Chacun
de ces sous-mots est de taille moins que n. De plus, I'une des tailles est déterminée
par les autres, et d’apreés 'estimation sur —pr_1 1(y), pour k; fixé, il y a au plus
(kp +2)* + 5 possibilités pour kr_;. Pour finir, toujours & k; fixé, parmi les L + 1
sous-mots qui ne contiennent que la lettre oo, le second a pour longueur £y, l'avant-
derniére longueur n’a que (k; +2)® + 5 possibilités, il reste L — 2 longueurs bornées
par n a choisir (la derniére est déterminé par les autres). Au total, en tenant compte
de toutes les possibilités pour ki, le nombre de possibilités pour de tels mots est
borné par :

7Y (k4 2)Y 4 5) <07 ((n+ 2 4 5n) ~nt

k=1
On aboutit & hye(f;{Ui,...,UL}) < a et tout est accompli! O
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